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Mathematische Grundlagen der
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Graphentheorie
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Graph

Ein Graph ist ein geordnetes Paar (V, E) bestehend aus einer Mengen V und einer
Menge E von zweielementigen Teilmengen von V. Es gilt V N E = 0.

Die Elememnte von V heiBen Ecken (vertices) und die von E Kanten (edges).

@ Statt von den Ecken spricht man auch oft von den Knoten eines Graphen
@ Die hier definierten Graphen werden haufig auch einfache Graphen genannt.

@ Graphen mit endlicher Eckenmenge heiBen endliche Graphen. Sie lassen sich
durch Diagramme visualisieren:

V= {aa b,c,d, 6}7 E= {{aa b}7 {37 C}7 {37 d}7 {bv 6}7 {b? d}a {dv e}}
© (&)

K&
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Terminologie (Graphen)

@ Die Ordnung eines Graphen (V/, E) ist |V/|. Graphen mit
Ordnungen kleiner 2 heiBen trivial.

@ Eine Ecke v heilt mit einer Kante e inzident, wenn v € e.

@ Der Grad einer Ecke v ist die Zahl der mit v inzidenten Kanten.

@ Zwei Ecken vi,v» € V heiBen adjazent oder benachbart, wenn
{Vl, V2} € E.

@ Ein Graph, in dem je zwei Ecken benachbart sind, heiBt
vollstandig.

@ Zwei Graphen (V, E) und (V’, E’) heiBen isomorph, wenn es eine
Bijektion ¢ : V — V/ gibt mit:
{v,w} € E & {¢(v),p(w)} € E'.

e (V' E’) ist ein Teilgraph von (V,E), wenn V' C V und E' C E.
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Graphen und symmetrische Relationen

@ Jeder Graph (V, E), definiert eine bindre, symmetrische,
irreflexive Relation E auf V.

@ Jede binire, symmetrische, irreflexive Relation R auf einer Menge
M definiert einen Graphen (M, R).
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Graphen und symmetrische Relationen

@ Jeder Graph (V, E), definiert eine bindre, symmetrische,
irreflexive Relation E auf V.

@ Jede binire, symmetrische, irreflexive Relation R auf einer Menge
M definiert einen Graphen (M, R).

Frage: Warum muss die Relation symmetrisch und irreflexiv sein, um
einen Graphen zu definieren?
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Wege in Graphen

Sei (V, E) ein Graph.
@ Eine Folge von Knoten (v1,va, ..., v,) bildet einen Weg in
(V,E), genau dann wenn fir alle 1 > i < n gilt: {v;,vi41} € E
und wenn v; # v; fiir alle i # j.

@ Ein Folge von Knoten (vi, va,...,v,) in (V, E) heiBt Kreis, wenn
vi = Vp, {Va—1,Vn} € E und (vi,v2,...,v,—1) einen Weg in
(V, E) bildet.

O @
N
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Termmologle (Wege)

e Wenn (vi,vo,...,v,) ein Weg in (V, E) ist, dann heiBen v; und
v, die Endknoten des Weges.

@ Knoten eines Wegs, die keine Endknoten sind, heiBen innere
Knoten.

@ Wege in Graphen kénnen auch als Teilgraphen des Graphen
aufgefasst werden.

@ Ein Knoten u heiBt von einem Knoten v erreichbar in einem
Graphen, wenn es einen Weg gibt, der v und v als Endknoten
hat. Sonst heiBt u unerreichbar von v.

@ Ein Graph in fir je zwei beliebige Knoten gilt, dass sie
untereinander erreichbar sind, heilt zusammenhangend.

@ Zwei Wege heiBen kreuzungsfrei oder (knoten)disjunkt, wenn sie
keine inneren Knoten gemeinsam haben.

@ Die Lange eines Weges (v1, v, ..., v,) ist die Zahl seiner Kanten,
sprich v — 1.
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Termmologle (Kreise)

@ Ein Kreis (v1, v2, v3, v1) aus drei Kanten heiBt Dreieck

@ Ein Graph heiBt zyklisch, wenn er mindestens einen Kreis enthalt,
sonst heiBt er azyklisch
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Baume und Walder

Ein kreisfreier Graph heiBt Wald.
Ein zusammenhangender Wald heiBt Baum.

Die Ecken vom Grad 1 eines Baums heiBen Blatter.

Satz:

Jeder zusammenhéngende Graph wird von einem Baum aufgespannt.
Ein Baum (V’, E’) spannt einen Graphen (V, E) auf, wenn V' =V
und E' C E. Dieser Baum wird auch Spannbaum des Graphen
genannt.
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Planare Graphen

Ein Graph heiBt planar oder plattbar, wenn er auf einer Ebene mit Punkten fiir die
Knoten und Linien fiir die Kanten dargestellt werden kann, sodass sich keine
Kanten schneiden.

Hinweis: Jeder Baum ist plattbar. Warum?

LN,

Abbildung: Planare Zeichnung des Ky

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Planarer_Graph
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Beruhmte Probleme der Graphentheorie

Die Graphentheorie ist ein extrem breites Gebiet mit zahlreichen
Anwendungen, wichtigen Algorithmen und bekannten Problemen. Hier
ein kleiner Appetizer.
@ Das Konigsberger Briickenproblem (http://www.matheprisma.
uni-wuppertal.de/Module/Koenigsb/index.htm)

@ Das Vierfarbenproblem (http://www.matheprisma.
uni-wuppertal.de/Module/4FP/index.htm)

@ Suche kiirzester Wege (http://www.matheprisma.
uni-wuppertal.de/Module/Graphen/index.htm)

Im folgenden werden einige haufig verwendete Erweiterungen
einfacher Graphen eingefiihrt.
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Gerichtete Graphen

Ein gerichteter Graph (auch Digraph, ‘directed graph') besteht aus
einer Menge V von Knoten und einer Menge geordneter Knotenpaare
E C V x V von Kanten.

e Die Kanten (v, w) € E eines gerichteten Graphen sind gerichtete
Kanten. Die Darstellung erfolgt meistens als Pfeil. Dieser gibt die
zu durchlaufende Richtung an.

@ Digraphen werden zum Beispiel zur Darstellung von endlichen
Automaten verwendet.

@ Eine gerichtete Kante e = (x, y) geht von x nach y. Wobei x der
Startknoten und y der Endknoten von e ist. AuBerdem gilt y als
der direkte Nachfolger von x und x als direkter Vorganger von v.

Wiebke Petersen math. Grundlagen




elnhche Graphen We,:e und Kreise Erweiterungen A(|J azenzmatrix

O@0000

Belsplel gerlchteter Graph

V ={a,b,c,d}, E={(d,b),(d,a),(c,d),(c,b),(a,a)}
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Multigraphen

Ein Multigraph besteht aus einer Menge V von Knoten, einer Menge
E von Kanten und einer Funktion f : E — {{x,y} : x,y € V}, welche
jeder Kante einen oder zwei Endecken zuweist.

@ In einem Multigraph kénnen zwei Knoten durch mehrere,
unterschiedene Kanten miteinander verbunden sein. Hierbei
spricht man auch von Mehrfachkanten.

e Kanten, die von einer Ecke zu dieser zuriick laufen (also eine
Ecke mit sich selbst verbinden), werden Schlingen genannt.
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Belsplel Multlgraph

V= {aa b7 c, d}v E= {61,62,63764,65}
e1 — {d,c}, & — {d,c}, es— {d,a}, ea— {d, b}, es — {a}
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Hypergraph

Ein Hypergraph ist ein Tupel (V,E), wobei V = {v1, va,...,v,} die
Eckenmenge und E C P(V) mit () € E die Menge der Hyperkanten
bezeichnet.

e Eine Kante (bzw. Hyperkante) verbindet hier also nicht nur zwei,
sondern mehrere Knoten gleichzeitig.

V ={a,b,c,d, e}, E={{a,b,c}, {c,d, e}, {b,e},{b}}
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Gewichtete Graphen

Ein Kantengewicht wird durch die Kantengewichtsfunktion f: E — IR gegeben.
Diese Funktion ordnet jeder Kante eine reelle Zahl als Gewicht zu. Hierbei wird das
Kantengewicht einer Kante e € E mit f(e) oder f. bezeichnet.

Genauso kann jedem Knoten ein Knotengewicht gegeben werden (sprich: Jedem
Knoten wird eine reele Zahl als Gewicht zugeordnet).
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Gewichtete Graphen

Ein Kantengewicht wird durch die Kantengewichtsfunktion f: E — IR gegeben.
Diese Funktion ordnet jeder Kante eine reelle Zahl als Gewicht zu. Hierbei wird das
Kantengewicht einer Kante e € E mit f(e) oder f. bezeichnet.

v

Genauso kann jedem Knoten ein Knotengewicht gegeben werden (sprich: Jedem
Knoten wird eine reele Zahl als Gewicht zugeordnet).

@ Zu einem knoten-/kantengewichteten Graphen gehért also neben der Angabe
der Knoten- und Kantenmenge auch die Angabe einer Funktion, die von den
Knoten/Kanten in die Menge der reellen Zahlen abbildet.

@ Mit Kantengewichten kann man z.B. die Stdrke der Bindung zwischen zwei
Knoten modellieren.

@ Knotengewichte kdnnen die Wichtigkeit eines Knotens modellieren.

Wiebke Petersen math. Grundlagen 16



einfache Graphen Wege und Kreise Erweiterungen Adjazenzmatrix

[e]e]e} 000000 000000 ®00000

Reprasentation eines Graphen als Adjazenzmatrix

Eine Adjazenzmatrix eines Graphen ist eine Matrix, die speichert,
welche Knoten des Graphen durch eine Kante verbunden sind. Sie
besitzt fiir jeden Knoten eine Zeile und eine Spalte, woraus sich fiir n
Knoten eine nxn-Matrix ergibt. Ein Eintrag in der i-ten Zeile und
j-ten Spalte gibt hierbei an, ob der i-te und der j-te Knoten adjazent
sind. Steht an dieser Stelle eine 0, ist keine Kante vorhanden — eine 1
gibt an, dass eine Kante existiert.

Mit Adjazenzmatrizen lassen sich einfache Graphen, gerichtete
Graphen und kantengewichtete Graphen représentieren.
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Adjazenzmatrix:

Sei G = (V/, E) ein einfacher Graph. Die Adjazenzmatrix Ag = [aj]
des Graphen G ist durch seine Eintrage definiert als:

B {1, falls {i,j} € E,

a,-j =
0, sonst

a‘e \

a b c d

a|0 0 0 1

Beispiel: e ° Ac= b |0 0 1 1
c|0 1 0 1

dj1 1 1 0
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Adjazenzmatrlx gerlchtete Graphen

Sei G = (V/, E) ein gerichteter Graph. Die Adjazenzmatrix Ag = [ajj]
des Graphen G ist durch seine Eintrage definiert als:

1, falls (i,j) € E,
3,:,' = 0
, sonst

a‘e \

Beispiel: e ° Ag =

O 0O T w

o O O OoO|lw
= = O O|T
= O O Oo|o0
O O O =la
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Adjazenzmatrlx kantengewmhtete Graphen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Kantengewichten. Die
Adjazenzmatrix Ag = [aj] des kantengewichteten Graphen G =
(V,E,c) mit Kantengewicht c, ist durch seine Eintrage definiert als

{c,-j, falls (i,j) € E,
ajj =

0, sonst
26
14
o1 00 0 0
L 7 |0 0 0 O
Beispiel: Ag = 0% 0 0
7 32 14 0
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einfache Graphen

Maogliche Anwendungen als Computerlinguist*in

@ Klassendiagramme im objektorientierten Programmentwurf
(OOP)

@ Projektplanung

@ Baume (spezielle Unterklasse von Graphen)

e Binarbaume (z.B. fiir die Datenhaltung in einer Bibliothek oder
einem Lexikon)

e Binare Suchbdume (moglichst schnelle/effiziente Suche in
Binarbaumen ermoglichen)
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Quiz-Time

Kahoot!
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