Aquivalenzrelation

Mathematische Grundlagen der
Computerlinguistik

Relationen und Funktionen

Dozentin: Wiebke Petersen

2. Foliensatz
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Relation Aquivalenzrelation
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n-Tupel und Cartesisches Produkt

Mengen sind ungeordnet, hiufig werden jedoch geordnete Listen bendtigt:

n-Tupel

Ein n-Tupel ist eine Liste mit n > 1 Elementen. Im Gegensatz zu Mengen ist die
Reihenfolge festgelegt und jedes Element kann beliebig oft vorkommen.

Beispiel: (2,3,1), (b,e,e,s,i,i,p,])

2-Tupel werden auch (geordnete) Paare genannt.
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Relation Aquivalenzrelation

®00000000000

n-Tupel und Cartesisches Produkt

Mengen sind ungeordnet, hiufig werden jedoch geordnete Listen bendtigt:

n-Tupel

Ein n-Tupel ist eine Liste mit n > 1 Elementen. Im Gegensatz zu Mengen ist die
Reihenfolge festgelegt und jedes Element kann beliebig oft vorkommen.

Beispiel: (2,3,1), (b,e,e,s,i,i,p,])

2-Tupel werden auch (geordnete) Paare genannt.

Cartesisches Produkt

Das Cartesische Produkt (oder Kreuzprodukt) von n Mengen M ... M, ist die
Menge aller n-Tupel deren i-tes Element aus M; stammt.
My X ... X My :={{x1,...,xa)|xi € M; fir i =1,..., n}

Statt M X M X ... x M schreibt man auch M", wenn M genau n-mal auftritt.
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Relation

®00000000000

n-Tupel und Cartesisches Produkt

Mengen sind ungeordnet, hiufig werden jedoch geordnete Listen bendtigt:

n-Tupel

Ein n-Tupel ist eine Liste mit n > 1 Elementen. Im Gegensatz zu Mengen ist die
Reihenfolge festgelegt und jedes Element kann beliebig oft vorkommen.

Beispiel: (2,3,1), (b,e,e,s,i,i,p,])

2-Tupel werden auch (geordnete) Paare genannt.

Cartesisches Produkt

Das Cartesische Produkt (oder Kreuzprodukt) von n Mengen M ... M, ist die
Menge aller n-Tupel deren i-tes Element aus M; stammt.
My X ... X My :={{x1,...,xa)|xi € M; fir i =1,..., n}

Statt M X M X ... x M schreibt man auch M", wenn M genau n-mal auftritt.

Beispiel

M, ={a,b,c}, M2 ={a,d}
My x Mz = {(a, a), (a, d), (b, a), (b, d), (c, a), {c,d)}
M1 X @ ES
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®00000000000

n-Tupel und Cartesisches Produkt
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Statt M X M X ... x M schreibt man auch M", wenn M genau n-mal auftritt.

Beispiel

M, ={a,b,c}, M2 ={a,d}
My x Mz = {(a, a), (a, d), (b, a), (b, d), (c, a), {c,d)}
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Relation
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Relationen

Definition
Eine Teilmenge des Cartesischen Produktes von n Mengen R C My x --- x M,

heiBt n-stellige Relation.
Eine Relation R ist also eine Menge von n-Tupeln.
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Relation Aquivalenzrelation Funktion

O@0000000000

Relationen

Definition
Eine Teilmenge des Cartesischen Produktes von n Mengen R C My x --- x M,

heiBt n-stellige Relation.
Eine Relation R ist also eine Menge von n-Tupeln.

Hinweis: Relationen werden extensional definiert. Es ist unerheblich, wie die
Relation charakterisiert (oder benannt) wird. Wichtig ist allein, welche Objekte
zueinander in der Relation stehen.

Fiir Relationen werden haufig die Buchstaben R, S, T verwendet.
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Relation Aquivalenzrelation Funktion

O@0000000000

Relationen

Definition
Eine Teilmenge des Cartesischen Produktes von n Mengen R C My x --- x M,

heiBt n-stellige Relation.
Eine Relation R ist also eine Menge von n-Tupeln.

Hinweis: Relationen werden extensional definiert. Es ist unerheblich, wie die
Relation charakterisiert (oder benannt) wird. Wichtig ist allein, welche Objekte
zueinander in der Relation stehen.

Fiir Relationen werden haufig die Buchstaben R, S, T verwendet.

Beispiele

Schwester von

Mutter von

weibliches Elternteil von

bilden ein Quartet

Teilmenge von
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Relation Aquivalenzrelation
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binare Relationen

bindre Relationen sind Mengen geordneter Paare
® wenn a in der Relation R zu b steht, dann schreibt man

(a,b) € R oder
aRb oder

R(a, b) oder
Rab

Wenn R C A x B, dann sagt man, dass R eine Relation zwischen A und B ist.

Wenn R C A x A, dann sagt man, dass R eine Relation auf A ist.
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Relation
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Frage

Denken Sie sich moglichst viele binare
Relationen aus.

1 Minute zum Nachdenken und
Diskutieren @
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Relation Aquivalenzrelation
000080000000

inverse und komplementare Relation

inverse Relation

Die inverse Relation zu einer binaren Relation R C A x B ist die
Relation
Rl = {(b,a) € B x Al(a, b) € R}.

komplementédre Relation

Die komplementire Relation zu einer bindren Relation R C A x B
zwischen A und B ist die Relation
R'=AxB\R.
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Relation Funktion
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Beispiel: Verwandtschaftsterme

Beispielfamilie

,hat als Sohn'
AL Tel Ann  Ren Bob
Tom Rson Bob
: Bob Riwn Max
Sue Bob ® Liz .

Bob Ren Tim
Liz Rson Max

: Liz Rson  Tim
Tim Pam Max
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Beispiel: Verwandtschaftsterme

Beispielfamilie

math. Grundlagen

Sue

Bob
Tim
Pam
Max

,hat als Mutter’

Rmother
Rmother
Rmother
Rmother
Rmother

Ann
Ann
Liz
Liz
Liz



Relation

O000000e0000

Frage

Konnen Sie die komplementaren und die

inversen Relationen lhrer
Beispielrelationen benennen?

1 Minute zum Nachdenken und
Diskutieren o
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Relation Aquivalenzrelation
000000000000

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine bindre Relation auf A.

R ist reflexiv g.d.w. fiir alle a € A gilt,
dass aRa.
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Relation Aquivalenzrelation

O0000000e000

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine bindre Relation auf A.

R ist reflexiv g.d.w. fiir alle a € A gilt, R ist irreflexiv g.d.w. fiir kein a € A gilt,
dass aRa. dass aRa

o o X

Wiebke Petersen math. Grundlagen 34



Relation A lenzrelation

O0000000e000

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine bindre Relation auf A.

R ist reflexiv g.d.w. fiir alle a € A gilt, R ist irreflexiv g.d.w. fiir kein a € A gilt,
dass aRa. dass aRa

o o X

a a

® Die Relation ,hat am selben Tag Geburtstag' auf der Menge der Menschen ist
reflexiv.
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Relation Aquivalenzrelation

O0000000e000

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine bindre Relation auf A.

R ist reflexiv g.d.w. fiir alle a € A gilt, R ist irreflexiv g.d.w. fiir kein a € A gilt,
dass aRa. dass aRa

o o X

a a

® Die Relation ,hat am selben Tag Geburtstag' auf der Menge der Menschen ist
reflexiv.

® Die Relation ,ist Mutter von* auf der Menge der Menschen ist irreflexiv.
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Relation Aquivalenzrelation

O0000000e000

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine bindre Relation auf A.

R ist reflexiv g.d.w. fiir alle a € A gilt, R ist irreflexiv g.d.w. fiir kein a € A gilt,
dass aRa. dass aRa

o o X

a a

® Die Relation ,hat am selben Tag Geburtstag' auf der Menge der Menschen ist
reflexiv.

® Die Relation ,ist Mutter von* auf der Menge der Menschen ist irreflexiv.

® Die Relation ,kann die Quersumme des Geburtstags von berechnen' auf der
Menge der Menschen ist weder reflexiv noch irreflexiv.
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Relation Aquivalenzrelation

O0000000e000

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine bindre Relation auf A.

R ist reflexiv g.d.w. fiir alle a € A gilt, R ist irreflexiv g.d.w. fiir kein a € A gilt,
dass aRa. dass aRa

o o X

a a

® Die Relation ,hat am selben Tag Geburtstag' auf der Menge der Menschen ist
reflexiv.

® Die Relation ,ist Mutter von* auf der Menge der Menschen ist irreflexiv.

® Die Relation ,kann die Quersumme des Geburtstags von berechnen' auf der
Menge der Menschen ist weder reflexiv noch irreflexiv.

® \Welche Bedingungen erfiillen die Beispielrelationen an der Tafel?
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Relation Aquivalenzrelation
000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a, b € A
mit aRb auch bRa gilt.

o—>0
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Relation Aquivalenzrelation

000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a,b € A R ist asymmetrisch g.d.w. fiir a,b € A

mit aRb auch bRa gilt. niemals sowohl| aRb als auch bRa gilt.
5
o—>0 o—>0
a b a b
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Relation A lenzrelation

000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a,b € A R ist asymmetrisch g.d.w. fiir a,b € A

mit aRb auch bRa gilt. niemals sowohl| aRb als auch bRa gilt.
5
o—>0 o—>0
a b a b

R ist antisymmetrisch g.d.w. fiir alle
a,b € A aus aRb und bRa folgt, dass
a=bh.
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Relation Aquivalenzrelation

000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a,b € A R ist asymmetrisch g.d.w. fiir a,b € A

mit aRb auch bRa gilt. niemals sowohl| aRb als auch bRa gilt.
5
o—>0 o—>0
a b a b

R ist antisymmetrisch g.d.w. fiir alle
a,b € A aus aRb und bRa folgt, dass
a=bh.

® Die Relation ,ist verheiratet mit' ist symmetrisch.
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Relation Aquivalenzrelation

000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a,b € A R ist asymmetrisch g.d.w. fiir a,b € A

mit aRb auch bRa gilt. niemals sowohl| aRb als auch bRa gilt.
5
o—>0 o—>0
a b a b

R ist antisymmetrisch g.d.w. fiir alle
a,b € A aus aRb und bRa folgt, dass
a=bh.

® Die Relation ,ist verheiratet mit' ist symmetrisch.

® Die Relation ,ist groRer als' ist asymmetrisch.
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Relation Aquivalenzrelation

000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a,b € A R ist asymmetrisch g.d.w. fiir a,b € A

mit aRb auch bRa gilt. niemals sowohl| aRb als auch bRa gilt.
5
o—>0 o—>0
a b a b

R ist antisymmetrisch g.d.w. fiir alle
a,b € A aus aRb und bRa folgt, dass
a=bh.

® Die Relation ,ist verheiratet mit' ist symmetrisch.

® Die Relation ,ist groRer als' ist asymmetrisch.

® Die Relation ,ist Teilmenge von * ist antisymmetrisch.
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Relation Aquivalenzrelation

000000000800

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binire Relation auf A.

R ist symmetrisch g.d.w. fiir alle a,b € A R ist asymmetrisch g.d.w. fiir a,b € A

mit aRb auch bRa gilt. niemals sowohl| aRb als auch bRa gilt.
5
o—>0 o—>0
a b a b

R ist antisymmetrisch g.d.w. fiir alle
a,b € A aus aRb und bRa folgt, dass
a=bh.

Die Relation ,ist verheiratet mit' ist symmetrisch.

Die Relation ,ist groRer als' ist asymmetrisch.

Die Relation ,ist Teilmenge von * ist antisymmetrisch.

Welche Bedingungen erfiillen die Beispielrelationen an der Tafel?
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Relation Aquivalenzrelation
000000000080

Eigenschaften binarer Relationen
Sei R C A x A eine binare Relation auf A.

R ist transitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A
aus aRb und bRc immer aRc folgt.
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Relation A lenzrelation

000000000080

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binare Relation auf A.

R ist transitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A R ist intransitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A
aus aRb und bRc immer aRc folgt. mit aRb und bRc niemals aRc gilt.
78
—>0—>0 o—>0—>0
a b © a b ®
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Relation Aquivalenzrelation

000000000080

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binare Relation auf A.

R ist transitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A R ist intransitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A
aus aRb und bRc immer aRc folgt. mit aRb und bRc niemals aRc gilt.
78
—>0—>0 o—>0—>0
a b © a b ®

® Die Relation ,ist Vorfahr von' ist transitiv.
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Relation Aquivalenzrelation

000000000080

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binare Relation auf A.

R ist transitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A R ist intransitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A
aus aRb und bRc immer aRc folgt. mit aRb und bRc niemals aRc gilt.
78
—>0—>0 o—>0—>0
a b © a b ®

® Die Relation ,ist Vorfahr von' ist transitiv.

® Die Relation ,steht genau eine Treppenstufe hoher als' ist intransitiv.

Wiebke Petersen math. Grundlagen



Relation Aquivalenzrelation

000000000080

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binare Relation auf A.

R ist transitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A R ist intransitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A
aus aRb und bRc immer aRc folgt. mit aRb und bRc niemals aRc gilt.
78
—>0—>0 o—>0—>0
a b © a b ®

® Die Relation ,ist Vorfahr von' ist transitiv.
® Die Relation ,steht genau eine Treppenstufe hoher als' ist intransitiv.

® Die Relation ,kennt’ ist weder transitiv noch intransitiv.
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Relation Aquivalenzrelation

000000000080

Eigenschaften binarer Relationen

Sei R C A x A eine binare Relation auf A.

R ist transitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A R ist intransitiv g.d.w. fiir alle a, b,c € A
aus aRb und bRc immer aRc folgt. mit aRb und bRc niemals aRc gilt.
78
—>0—>0 o—>0—>0
a b © a b ®

Die Relation ,ist Vorfahr von' ist transitiv.
Die Relation ,steht genau eine Treppenstufe hoher als' ist intransitiv.

Die Relation ,kennt’ ist weder transitiv noch intransitiv.

Welche Bedingungen erfiillen die Beispielrelationen an der Tafel?
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Relation Aquivalenzrelation
000000000008 000

Definitions- und Wertebereich einer Relation

Wenn R C A x B eine binare Relation ist, dann heifit
dom(R) ={a€ A| esgibt ein b € B mit (a, b) € R}

der Definitionsbereich (domain) von R.
Die Menge

rmg(R) = {b € B| es gibt ein a € A mit (a,b) € R}

heilt der Wertebereich (range) von R.

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Relation Aquivalenzrelation
000000000008 000

Definitions- und Wertebereich einer Relation

Wenn R C A x B eine binare Relation ist, dann heifit
dom(R) ={a€ A| esgibt ein b € B mit (a, b) € R}

der Definitionsbereich (domain) von R.
Die Menge

rmg(R) = {b € B| es gibt ein a € A mit (a,b) € R}
heilt der Wertebereich (range) von R.
Beispiel:
A={a,b,c,d}, B=1{1,2,3,4,5}, R={(b,1),(b,2),(c,3)}
dom(R) = {b, c}, mg(R) = {1,2,3)
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Aquivalenzrelation Funktion
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Aquivalenzrelation

Aquivalenzrelation

Eine Relation R C A x A ist eine Aquivalenzrelation auf A, g.d.w. R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Wenn R eine Aquivalenzrelation ist und aRb gilt, dann sagt man, dass a dquivalent
ist zu b beziiglich R.

Fiir Aquivalenzrelationen verwendet man hiufig das Symbol ~.
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Relation Aquivalenzrelation

@00

Aquivalenzrelation

Aquivalenzrelation

Eine Relation R C A x A ist eine Aquivalenzrelation auf A, g.d.w. R reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Wenn R eine Aquivalenzrelation ist und aRb gilt, dann sagt man, dass a dquivalent
ist zu b beziiglich R.

Fiir Aquivalenzrelationen verwendet man hiufig das Symbol ~.
Beispiele:

® Gleichheit
ist im selben Semester wie

hat gleich viele Elemente wie

hat die selbe Farbe wie

Welche der Beispielrelationen an der Tafel sind Aquivalenzrelationen?
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Aquivalenzrelation
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Aquivalenzrelation

Aquivalenzklasse

Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Die
Aquivalenzklasse eines Elements a € A ist die
Menge aller zu a dquivalenten Elemente von A,
also

[alr = {b € A|aRb}.
Die Menge
A/R = {[a]r|a € A}

aller Aquivalenzklassen von Elementen aus A
beziiglich R heift Quotient von A beziiglich R.

Hinweis: Aquivalenzklassen kdnnen per Definition
nicht leer sein.

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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Aquivalenzrelation

ooe

Aquivalenzrelation

Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann
gilt:

e Zwei Aquivalenzklassen von R sind
entweder disjunkt oder identisch:
fiir alle a, b € A gilt entweder
[a]r N [b]r = 0 oder [a]g = [b]r.

e Die Aquivalenzklassen von R
decken ganz A ab: (JA/R = A.

Eine Menge P C POT (A) ist eine Partition
(oder disjunkte Zerlegung) von A, g.d.w.
UP=Aundfiralle X, Y e Pmit X #Y
gilt XNy = 0.

Folglich bildet der Quotient einer
Aquivalenzrelation eine Partition der
Grundmenge.
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Relation Aquivalenzrelation Funktion
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Funktionen

Definition
Eine Relation R C D x W ist eine Funktion (oder Abbildung), wenn sie jedem

Element aus D genau ein Element aus W zuordnet.
Funktionen miissen also die Bedigungen der Existenz und Eindeutigkeit erfiillen:
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ivalenzrelation Funktion

®0000000

Funktionen

Definition
Eine Relation R C D x W ist eine Funktion (oder Abbildung), wenn sie jedem

Element aus D genau ein Element aus W zuordnet.
Funktionen miissen also die Bedigungen der Existenz und Eindeutigkeit erfiillen:

Existenz: Fiir jedes x € D gibt es ein
y € W mit (x,y) € R.

D W
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ivalenzrelation Funktion

®0000000

Funktionen

Definition
Eine Relation R C D x W ist eine Funktion (oder Abbildung), wenn sie jedem

Element aus D genau ein Element aus W zuordnet.
Funktionen miissen also die Bedigungen der Existenz und Eindeutigkeit erfiillen:

Existenz: Fiir jedes x € D gibt es ein Eindeutigkeit: Wenn (x,y) € R und
y € W mit (x,y) € R. (x,z) € R, dann y = z.
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ivalenzrelation

Funktion

Funktionen

Definition
Eine Relation R C D x W ist eine Funktion (oder Abbildung), wenn sie jedem

Element aus D genau ein Element aus W zuordnet.
Funktionen miissen also die Bedigungen der Existenz und Eindeutigkeit erfiillen:

Existenz: Fiir jedes x € D gibt es ein Eindeutigkeit: Wenn (x,y) € R und
y € W mit (x,y) € R. (x,z) € R, dann y = z.

A |
1 P

D W D W

Eine Relation, fiir die die Eindeutigkeitsbedingung (aber nicht unbedingt die
Existenzbedingung) gilt, heilt partielle Funktion.

Wiebke Petersen math. Grundlagen
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ivalenzrelation Funktion
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Notation und Terminologie

® Fiir Funktionen verwendet man haufig die Buchstaben f, g, h, F, G, H.

® Wenn f C A x B eine Funktion ist, dann sagt man, dass f eine Funktion von
A nach B ist, und schreibt f : A — B.

® Wenn (a, b) € f, dann sagt man, dass die Funktion f dem Element a den
Wert b zuweist, und schreibt f(a) = b oder f : a — b.

® Elemente des Definitionsbereiches heiBen Argumente und Elemente des
Wertebereiches heien Werte einer Funktion.

® Wenn C C Aund f: A— B, dann bezeichnet f|¢c : C — B die
Einschrankung der Funktion f auf C. Fir alle ¢ € C gilt f|c(c) = f(¢).

® |m Kontext von partiellen Funktionen werden Funktionen, die die
Existenzbedingung erfiillen, h3ufig totale Funktionen genannt.
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Funktion

[e]e] lele]elele)

Beispiele

Sei A={a,b,c,d} B=1{1,2,3,4,5}
e Die Relation R C A x B mit R = {(b,1),(b,2),(c,3)} ist keine
partielle Funktion.
e Die Relation R C A x B mit R = {(b,1),(c,3),(d,1)} ist eine
partielle aber keine totale Funktion.
e Die Relation R C A x B mit R = {(a,2),(b,1),(c,3),(d,1)} ist
eine totale und folglich auch eine partielle Funktion.
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Aquivalenzrelation

Funktionseigenschaften
Sei f : D — W eine Funktion.

f ist injektiv (Engl.: one-to-one), wenn keine zwei
verschiedenen Elemente des Definitionsbereiches
denselben Wert zugewiesen bekommen. Wenn also fiir
alle x,y € D gilt:

f(x)=1f(y) gdw. x=y.
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[e]e]e] le]elele)

Funktionseigenschaften

Sei f : D — W eine Funktion.

( A
f ist injektiv (Engl.: one-to-one), wenn keine zwei -
verschiedenen Elemente des Definitionsbereiches ‘
denselben Wert zugewiesen bekommen. Wenn also fiir -
alle x,y € D gilt: D w
f(x)=1f(y) gdw. x=y. S d
( A
f ist surjektiv (Engl.: onto), wenn jedes Element von W F
mindestens einem Element von D als Wert zugewiesen —
wird. Wenn es also fiir jedes y € W ein x € D gibt, fir —
das f(x) = y gilt. D W

Wiebke Petersen math. Grundlagen 44



Wiebke Petersen

ivalenzrelation

Funktion

Funktionseigenschaften

Sei f : D — W eine Funktion.

f ist injektiv (Engl.: one-to-one), wenn keine zwei
verschiedenen Elemente des Definitionsbereiches
denselben Wert zugewiesen bekommen. Wenn also fiir
alle x,y € D gilt:

f(x)=1f(y) gdw. x=y.

f ist surjektiv (Engl.: onto), wenn jedes Element von W
mindestens einem Element von D als Wert zugewiesen
wird. Wenn es also fiir jedes y € W ein x € D gibt, fir
das f(x) = y gilt.

f ist bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Merke: Eine Funktion f ist bijektiv, g.d.w. f ! eine
Funktion ist.

math. Grundlagen
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Komposition von Funktionen

Seien f : A— B und g : B — C zwei Funktionen. Die Funktion gof : A— C mit
gof ={(x,z) € Ax C| esgibtein y € B mit (x,y) € f und (y,z) € g} ist die
Komposition (oder Verkettung) von f und g.

Es gilt (g o f)(x) = f(g(x)). Die Funktion g o f weist einem Element x € A das
Element aus C zu, das man erhélt, wenn man zunichst g auf x anwendet und auf
das Ergebnis noch f anwendet.
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Funktion
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Identitatsfunktion

Die Funktion ida : A — A mit f = {(a,a) € A x A} (oder f(a) = a fiir
alle a € A) heift die Identitat(sfunktion) auf A.

id
=
A N
A A
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mehrstellige Funktionen

e Der Definitionsbereich einer Funktion kann selbst eine Relation
sein.

e Eine Funktion A; x Ay X ... X A, — B heillt n-stellige Funktion.

e Beispiel: Die Addition der natiirlichen Zahlen + : Ny x Ng — Ny
kann als zweistellige Funktion aufgefasst werden.

e Zweistellige Operationen bilden zweistellige Funktionen (Bsp.:
Schnitt, Vereinigung, ...).

e n-stellige Funktionen sind n + 1-stellige Relationen (Bsp: Mutter)
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Relation Funktion
0000000®

Die Mathematik ist die Wissenschaft der Strukturen

Strukturen sind Paare bestehend aus einer Grundmenge und einer
endlichen Menge von Operationen auf der Grundmenge.
(Operationen sind Abbildungen/Funktionen von M" in M).

Wir kennen bereits die Struktur (POT (M), {U,N,7,\})
Oder auch (No, {+})

Sei (M,{®}) eine Struktur, dann
e erfiillt sie das Kommutativgesetz, wenn a ® b = b ® a fiir alle
a,be M.
e erfiillt sie das Assoziativgesetz, wenn (a®@ b)® c =a® (b® ¢)
fiir alle a,b,c € M.
e e ist das neutrale Element der Struktur, wenn aQe=e®a=a
fiir alle a € M.
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