Satz von Kleene

(Stephen C. Kleene, 1909 - 1994)

Jede Sprache, die von einem deterministischen endlichen Automaten
akzeptiert wird ist reguldr und jede reguldre Sprache wird von einem
deterministischen endlichen Automaten akzeptiert.
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Wiederholung: reguldre Sprachen

reguldre Ausdriicke: Syntax
Die Menge der reguldren Ausdriicke REy iiber einem Alphabet
Y ={a1,...,an} ist wie folgt definiert:

@ () ist ein reguldrer Ausdruck.

@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.

@ ai,...,ap sind reguldre Ausdriicke.

@ Wenn a und b reguldre Ausdriicke iiber ¥ sind, dann sind
e (a+b)
e (aob)
° (a*)

ebenfalls regulare Ausdriicke.
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Wiederholung: reguldre Sprachen

reguldre Ausdriicke: Semantik

Jeder reguldre Ausdruck r iiber einem Alphabet ¥ beschreibt eine
formale Sprache L(r) C X*.

Eine formale Sprache ist eine reguldre Sprache, wenn sie durch einen
reguldren Ausdruck beschrieben werden kann.

Die Funktion L wird induktiv definiert:

o L(0) =0, L(e) = {e}, L(ai) = {ai}
o L(a+b)=L(a)UL(b)

@ L(aob)=L(a)oL(b)

o L(a*)=L(a)*
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Endliche Automaten akzeptieren regulare
Sprachen

Theorem (Kleene)

Jede Sprache, die von einem deterministischen endlichen Automaten
akzeptiert wird ist reguldr und jede regulire Sprache wird von einem
deterministischen endlichen Automaten akzeptiert.
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Endliche Automaten akzeptieren regulare

Sprachen

Theorem (Kleene)

Jede Sprache, die von einem deterministischen endlichen Automaten
akzeptiert wird ist reguldr und jede regulire Sprache wird von einem
deterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

Beweisidee (eine Richtung): Zu jeder reguldren Sprache gibt es
einen endlichen Automaten, der diese akzeptiert:

L(0) L(e) L(ai)
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn R; und R, zwei reguldre Ausdriicke sind und wenn die reguldren
Sprachen L(R;) und L(R:) von den endlichen Automaten A; und A
akzeptiert werden, dann wird die reguldre Sprache L(R; + R2) von dem
folgenden Automaten akzeptiert:

- \

m L(R,)

L(R,)
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

Wenn R; und R, zwei reguldre Ausdriicke sind und wenn die reguldren
Sprachen L(R;) und L(R:) von den endlichen Automaten A; und A
akzeptiert werden, dann wird die reguldre Sprache L(R; + R2) von dem
folgenden Automaten akzeptiert:

m\
£ g J

L(R,+R,)
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

L(R1 o Ry) wird von dem folgenden Automaten akzeptiert:

L(R,) L(R,)
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

L(Ry o Ry) wird von dem folgenden Automaten akzeptiert:

L(R;*R,)
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

L(Ryf) wird von dem folgenden Automaten akzeptiert:

L(R,)
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Beweis des Satzes von Kleene (Fortsetzung)

L(Ry) wird von dem folgenden Automaten akzeptiert:
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AbschluBeigenschaften reguldrer Sprachen

Theorem
@ Wenn Ly und Ly reguldre Sprachen sind, dann

o ist die Vereinigung von Ly und L, (Ly U Ly) ebenfalls eine regulére
Sprache.
e ist die Schnittmenge von Ly und L, (Ly N Ly) ebenfalls eine
reguldre Sprache.
e ist die Konkatenation von Ly und Ly (L; o Ly) ebenfalls eine
reguldre Sprache.
@ Das Komplement einer reguliren Sprache ist eine regulire Sprache.

© Wenn L eine regulire Sprache, dann ist L* eine regulire Sprache.

Beweisidee

a Die Aussage fiir die Vereinigung, die Konkatenation und den Kleeneschen Stern folgt
unmittelbar aus dem Satz von Kleene.

b Die Aussage iiber den Schnitt zweier regulédrer Sprachen folgt aus der Aussage iiber die
Vereinigung, das Komplement und das Gesetz von De Morgan.
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Endlicher Automat zum Komplement einer
Sprache

Ein endlicher Automat zum Komplement  Beispiel L = {ab, aa}, Alphabet
einer reguldren Sprache L wird wie folgt > ={a, b}:
konstruiert:

@ Man starte mit einen
deterministischen endlichen
Automaten, der L akzeptiert.

a
- Start —a{
© Man erweitere den Autmaten zu . o

einem deterministischen endlichen

Automaten mit vollstdndiger

Ubergangsfunktion (Hinzunahme

eines “Falle"-Zustands) a
© Man wechsle alle Nichtend- zu "

Endzustdnden und umgekehrt. Der a

resultierende Automat akzeptiert @ @@
0Oa

die Sprache L, also das
Komplement der Sprache L.
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Endlicher Automat zum Komplement einer
Sprache

Beispiel L = {ab, aa}, Alphabet
Y ={a,b}:

Ein endlicher Automat zum Komplement
einer reguldren Sprache L wird wie folgt
konstruiert:

@ Man starte mit einen
deterministischen endlichen
Automaten, der L akzeptiert.

@ Man erweitere den Autmaten zu y
einem determllmstlsch'('en gndllchen start—n-
Automaten mit vollstdndiger
Ubergangsfunktion (Hinzunahme
eines “Falle"-Zustands)

© Man wechsle alle Nichtend- zu
Endzustinden und umgekehrt. Der
resultierende Automat akzeptiert
die Sprache L, also das
Komplement der Sprache L.
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Endlicher Automat zum Komplement einer
Sprache

Ein endlicher Automat zum Komplement
einer reguldren Sprache L wird wie folgt
konstruiert:

@ Man starte mit einen
deterministischen endlichen
Automaten, der L akzeptiert.

@ Man erweitere den Autmaten zu
einem deterministischen endlichen
Automaten mit vollstdndiger
Ubergangsfunktion (Hinzunahme
eines “Falle"-Zustands)

© Man wechsle alle Nichtend- zu
Endzustdnden und umgekehrt. Der
resultierende Automat akzeptiert
die Sprache L, also das
Komplement der Sprache L.
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Beispiel L = {ab, aa}, Alphabet
> ={a, b}:

b
a
Start —{

Der Automat erkennt die Sprache aller
Worter liber dem Alphabet © = {a, b}
auRer die Worte ab und aa.
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