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a'b’ und eine beliebige Anzahl von a’s zum Schluf}, und L; er-
zeugt b'a’ und eine beliebige Anzahl von a’s vorneweg. Also ist

a‘b'a’ = L die Schnittmenge von L; und Ly. L ist aber nicht
kontextfrei.

Anzumerken ist noch, daf der Schnitt einer kontextfreien Spra-
che mit einer regularen Sprache immer eine kontextfreie Sprache
ist. Der Beweis findet sich in Hopcroft & Ullman (1994). Wir
konnen also z.B., wenn wir fiir ein Sprachfragment eine kontext-
freie Grammatik formuliert haben und fiir ein weiteres Sprach-
fragment eine regulire Grammatik, fiir den Schnitt beider Frag-
mente nur eine kontextfreie Grammatik formulieren. Hatten wir
zwei kontextfreie Sprachen, kénnten wir uns bei dem Schnitt bei-
der Sprachen nicht sicher sein, daf wir fiir diesen automatisch
eine kontextfreie Grammatik formulieren kénnen.

Komp.lement: Kontextfreie Sprachen sind nicht unter Komplement-
bildung abgeschlossen. Wiren sie unter Komplementbildung ab-
geschlossen, miifiten sie nach dem DeMorganschen Gesetz auch

unter Schnittbildung abgeschlossen sein, was unserem Beweis
widerspricht.

Differenz: Ahnlich verhilt es sich mit der Differenz. Auf Grund von
LyN Ly = (L1ULz)\ ((L1\ Lo) U (L2 \ Ly))

wéren die beiden Sprachen wiederum unter Schnittbildung ab-
geschlossen, wenn sie unter Differenz abgeschlossen wiren.

4.4 Das Pumping Lemma fiir kontextfreie
Sprachen

Wir werden jetzt das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen ken-
nenlernen, das dem Pumping Lemma fiir regulire Sprachen &hnelt.
Wihrend bei den reguldren Sprachen die Idee des Pumping Lemmas
d.arin bestand, einen Teil einer Zeichenkette ,,aufzupumpen® — i.e. be-
liebig oft zu kopieren — und das Ergebnis wieder eine regulire Menge
ist, besteht die Idee bei kontextfreien Sprachen darin, zwei Teile einer
Zeichenkette beliebig zu wiederholen, und das Ergebnis ist immer noch
ein Wort derselben kontextfreien Sprache. Warum ist das méglich?

Wenn wir einen geniigend grofien Syntaxbaum einer kontextfreien
Crammatik in Chomsky—Normalform nehmen, taucht mindestens ein
nichtterminales Symbol mehrmals auf: Fiir kontextfreie Grammatiken
in CNF mit k nichtterminalen Symbolen enthalt jeder Ableitungsbaum
fiir Worter der Mindestlinge 287! einen Weg mit k+1 nichtterminalen
Symbolen, d.h. mindestens eine Variable A; taucht mehrmals auf. Ein
Wort 2z 148t sich dann in Teilworter uvwzy aufteilen mit den Ablei-
tungen: S = uAy, A; X vA;z und A; 5 w mit u,v,w, T,y € X"
Die Ableitung A; = vA;z kann dann entweder weggelassen oder be-
liebig oft wiederholt werden. Mit anderen” Worten: Worter der Form
wviwz'y mit ¢ > 0 sind ebenfalls Worter der von der Grammatik er-

zeugten Sprache.

Lemma 4.1
Sei I eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Konstante n, so daf
fiir jedes Wort z = uwvwzy € L mit |z| > n gilt:

1. |vz|>1
(Die uns interessierende Teil-Zeichenkette enthalt mindestens
ein Zeichen.)

2. vwz| < n
(Die uns interessierende Teil-Zeichenkette ist hochstens n Zei-

chen lang,.)

3. fiir alle ¢ > 0 liegt wv'wz'y in L
(Die i-mal kopierte Zeichenkette ist ebenfalls ein Wort der Spra-
che L.)

Beweis des Lemmas 4.1

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber 2. Wir nehmen an, daB eine
Grammatik in Chomsky-Normalform L — {e} erzeugt. Da Gramma-
tiken in Chomsky—Normalform binér verzweigend sind, haben Ablei-
tungsbsume die in Abbildung (28) angegebene Gestalt. Baume der
Héhe ¢ konnen hochstens Worter der Lange 2¢ ableiten. Der Baum in
Abbildung (28) hat die Hohe 3, so daff er hochstens Wérter der Lange
93 — 8 ableiten kann (siche die Anzahl der Blitter des Baums).

Sei ; die Anzahl der nichtterminalen Symbole in ® und sei n = pEtl
so daB ein nichtterminales Symbol mehr als einmal vorkommt. Sei
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Abbildung 28: Ableitungsbaum—Schema fiir Grammatiken in
Chomsky—Normalform

ferner z = wowzy € L mit |z| > n. Der Ableitungsbaum fir 2 hat
dann die in Abbildung (29) angegebene Gestalt. Der Baum hat die
Hohe i + 1, so daB eine Variable (in der Abbildung als A bezeichnet)

zweimal vorkommt.

u v W X y
Abbildung 29: Ableitungsschema fiir z = uvwzy

Dann ist vz > 1 und wviwz'y fir alle i > 0 ein Wort aus L sowie
lvwz| < n.

Mittels dieses Lemmas kénnen wir jetzt, wie versprochen, den fol-
genden Satz beweisen:

Satz 4.3
Die Sprache L = {a'b'a’ | 1 > o} ist nicht kontextfrei.
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Beweis 4.3

Wir nehmen an, L sei kontextfrei und leiten daraus einen Wider-
spruch ab. Sei n die Langenschranke des Pumping Lemmas und sei
7 = wowzy = a‘bia’ mit jvz| > 1 und Jvwz| < n.

Falls vwz kein a aus der zweiten a-Reihe enthélt, enthdlt uwy
suviele a’s. Falls vwz kein a aus der ersten a—Reihe enthalt, enthalt
uwy zuviele a’s.

Wie man es auch dreht und wendet, der Ableitungsbaum fiir L
kann nicht der geforderten Gestalt entsprechen.

4.5 Nur eine andere Notation: Backus—Systeme

Wir haben bisher die kontextfreien Grammatiken als einen Mechanis-
mus zur Erzeugung kontextfreier Sprachen kennengelernt. Eine wei-
tere Form der Angabe kontextfreier Sprachen sind die sogenannten
Backus-Systeme. Backus-Systeme wurden von J. Backus fiir die Be-
schreibung der Programmiersprache ALGOL entwickelt. Backus-Sys-
teme werden hiufig bei der Beschreibung von Programmier— und Wis-
sensreprisentationssprachen angewandt. Sie sind aber in ihrer Stan-
dardform nur andere Notationen fiir kontextfreie Grammatiken.

Dabei wird eine besondere Schreibweise fiir die Ubergangsregeln
eingefiithrt. Fiir A — w schreibt man A ::= w. Wenn es mehrere Re-
geln der Form A — wy, A = wa,. .., A — w, gibt, kiirzt man dies ab
mit A ©:= wi|ws|...|w,. Bei der Beschreibung der Syntax von Pro-
grammiersprachen wiinscht man sich fiir die Benennung der Nichtter-
minalsymbole sinnvolle Namen anstelle von Zeichen. Der Name eines
Nichtterminalsymbols wird in spitze Klammern geschrieben wie z.B.
(Ausdruck), (Programm,) usw.

Ein Beispiel hierzu ist die Beschreibung der Programmiersprache
PROLOG 1II in Giannesini et al. (1986). Der Zeichensatz dieser Pro-
grammiersprache wird wie folgt beschrieben:

(Zeichen) = (Buchstabe)

(Zeichen) = (Ziffer)

(Zeichen) ::= (Sonderzeichen)
(Buchstabe) = A[B|C|...|Z[alblc... |z




